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Résumé
Dans cet article nous montrons que, pour un anneau commutatif unitaire fini A donné, le groupe
des unités de l’anneau A[[T ]] des séries entières à coefficients dans A est isomorphe, en tant que
groupe profini, à un produit direct A∗ × Γ ×∏p|A Zℵ0p où Γ est un groupe profini abélien d’ex-
posant. Nous donnons une condition suffisante sur A (incluant le cas des produits directs) pour que
Γ  Nℵ0 où N = √{0} désigne le groupe des éléments nilpotents de A.
 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
Abstract
In this article we show that for a given commutative unitary finite ring A, the units group of the
ring A[[T ]] of power series over A is isomorphic, as profinite group, to the direct product A∗ ×Γ ×∏
p|A Z
ℵ0
p where Γ is a profinite abelian group of finite exponent. We give a sufficient condition
on A (including the case of direct products) to have Γ  Nℵ0 where N = √{0} is the group of
nilpotent elements of A.
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Considérons un anneau commutatif A et l’anneau A[[T ]] des séries entières à coeffi-
cients dans A. Sur A[[T ]] l’application
v(a0 + a1T + · · ·) = inf{n ∈ N/ an = 0}
définit une presque-valuation (i.e., une application qui vérifie les axiomes d’une valuation
sauf l’égalité v(PQ) = v(P ) + v(Q) qui est remplacée par l’inégalité v(PQ)  v(P ) +
v(Q)). Pour n 0, on considère l’idéal
In =
{
f ∈ A[[T ]]/ v(f ) n+ 1}
(lorsque A est unitaire, In est l’idéal (T n+1) = T n+1A[[T ]]). On voit que l’anneau quotient
A[[T ]]/In s’identifie à l’anneau An[T ] des polynômes de degré  n (le produit considéré
sur cet anneau étant le produit des polynômes tronqué au rang n) et, par suite, que l’anneau
A[[T ]] s’identifie à la limite projective lim←−A[[T ]]/In. En particulier, si A est fini alors
A[[T ]] est un anneau profini.
La presque-valuation v définit sur A[[T ]] une topologie. Quand A est fini, on voit que
cette topologie correspond à celle de la structure profinie de A[[T ]]. Cette topologie est
alors métrisable (cf [4, p. 5, exercice 2]).
Lorsque A est unitaire, l’anneau A[[T ]] l’est aussi et l’on sait alors qu’une série f ∈
A[[T ]] est inversible si et seulement si f (0) est inversible dans A. Si A∗ désigne le groupe
des inversibles de A alors le groupe des inversibles de A[[T ]], noté dans ce texte U(A),
s’identifie au produit cartésien A∗ × P(A) où
P(A) = {f ∈ A[[T ]]/ f (0) = 1}
désigne le groupe des unités principales. Lorsque A est fini, les groupes U(A) et P(A) sont
des sous-ensembles fermés de A[[T ]] pour la topologie profinie et ce sont des groupes
profinis pour cette topologie. En effet, de manière générale si R = lim←−Ri est un anneau
profini unitaire alors on a R∗ = lim←−R∗i . Les groupes R∗i étant finis, on voit que R∗ est
profini et que sa topologie profinie est bien celle induite par R.
Ainsi, U(A) s’identifie au groupe profini lim←−(A[[T ]]/In)∗. On peut donner explicite-
ment une bonne filtration de sous-groupes ouverts de P(A) : ce sont les sous-groupes
Un = 1 + T n+1A[[T ]]. En effet, les Un sont des ensembles ouverts dans A[[T ]] (puisque
ce sont les translatés par 1 des ouverts In), ce sont donc des sous-groupes ouverts de P(A)
et comme
⋂
n Un = {1} il s’ensuit que P(A)  lim←− P(A)/Un. Ce dernier point permet, en
particulier, de justifier que P(A) est un groupe profini de rang  ℵ0, puisqu’il est limite
projective d’un système projectif indexé par N (cf. [1, p. 188, Example 15.13]).
Par ailleurs, pour tout entier n  1, une famille de représentants dans P(A) du groupe
quotient P(A)/Un est l’ensemble
En =
{
1 + a1T + · · · + anT n/ a1, . . . , an ∈ A
}
.
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λnT
n ∈ En, alors S(T ) = P(T ) + T n+1Ω(T ) avec v(Ω)  0 et par suite, puisque
v(P−1) = 0, on a
P−1(T ).S(T ) = 1 + T n+1Ω(T )P−1(T ) ∈ Un
et donc P est un représentant de S.
Soit maintenant G,H ∈ En avec G = H . On a 1 v(G−H) n, mais par ailleurs on
a aussi
v(G −H) = v((G −H)HH−1) v((G −H)H−1)+ v(H)
= v((G −H)H−1)= v(1 − GH−1)
 v(G −H)+ v(H−1)= v(G −H)
et donc v(1 −GH−1) = v(G−H) n. Ceci justifie donc que G et H ne sont pas dans la
même classe modulo Un.
On déduit en particulier de cette remarque que si A est un p-anneau (i.e., un anneau qui
est un p-groupe) alors P(A)/Un est un p-groupe pour tout n 0 et donc que P(A) est un
pro-p-groupe (ce qui n’est pas le cas de U(A)).
Le but de cet article est de donner une description de la structure profinie du groupe
U(A) lorsque A est un anneau commutatif unitaire fini. Pour ce faire, remarquons préli-
minairement que, étant donné un anneau fini A (a priori non nécessairement commutatif
ni unitaire), le groupe (A,+) étant abélien, on sait qu’il est isomorphe au produit de ses
p-sous-groupes de Sylow (qui sont uniques pour p donné)
(A,+) = Sp1 ⊕ · · · ⊕ Spn  Sp1 × · · · × Spn.
Maintenant, du fait des théorèmes de Sylow, on voit facilement que
Spi =
{
a ∈ (A,+)/ ∃α  0, o(a) = pαi
}
.
On en déduit donc que Spi est un idéal bilatère de A et que l’on a Spi ∩Spj = {0} pour tout
i = j . Considérons maintenant l’isomorphisme de groupe
θ :Sp1 × · · · × Spn → A,
(a1, . . . , an) → a1 + · · · + an.
Si i = j et ai ∈ Spi et aj ∈ Spj , comme Spi et Spj sont deux idéaux bilatères, on a
aiaj ∈ Sp ∩ Sp = {0}i j
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neau et donc que l’anneau A est isomorphe au produit direct des idéaux Spi . Par suite on a
l’isomorphisme d’anneau
A[[T ]]  Sp1[[T ]] × · · · × Spn[[T ]]
qui, lorsque A est commutatif et unitaire, induit les isomorphismes de groupes
U(A)  U(Sp1)× · · · × U(Spn) et P(A)  P(Sp1)× · · · × P(Spn).
Ainsi, pour déterminer la structure du groupe U(A) en toute généralité, il suffit de savoir
le faire lorsque A est un p-anneau.
Dans ce texte, nous montrons que, lorsque A est un p-anneau commutatif fini unitaire,
P(A) est isomorphe (en tant que groupe profini) au produit direct Tors(P(A)) × F̂ω(Cabp )
où F̂ω(Cabp ) = (Zp)ℵ0 désigne le pro-p-groupe abélien libre de rang ℵ0 (dans ce texte Cabp
désigne la classe des p-groupes abéliens finis) et Tors(P(A)) désigne le sous-groupe de
torsion de P(A) (théorème 7).
Ensuite nous étudions le groupe Tors(P(A)). Nous montrons qu’il est égal à 1 +
T .N [[T ]] où N = √{0} désigne le nilradical de A (proposition 5) et que, sous une cer-
taine condition sur A, il est isomorphe au groupe produit Nℵ0 (proposition 9).
2. A propos de la structure des groupes profinis abéliens
On pourra trouver dans [3, p. 133, Theorem 4.3.3] une preuve du fait qu’un groupe
profini abélien sans torsion est isomorphe à un produit cartésien de groupes Zp (p pouvant
varier) (voir aussi [4, p. 2, exercice 1]). En particulier, on en déduit ce résultat fondamental :
un pro-p-groupe abélien est libre si et seulement si il est sans torsion. Ce résultat permet
alors de décrire les groupes profinis abéliens à torsion fermée :
Proposition 1. Soit G un pro-p-groupe abélien et Tors(G) son sous-groupe de torsion.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Tors(G) est fermé dans G,
(ii) G est isomorphe (en tant que groupe profini) au produit cartésien F̂α(Cabp ) × Tors(G)
pour un certain cardinal α où F̂α(Cabp ) = (Zp)α désigne le pro-p-groupe abélien libre
de rang α.
Démonstration. (ii) ⇒ (i) est évident.
(i) ⇒ (ii). La suite exacte
1 → Tors(G) → G → G
Tors(G)
→ 1
a des applications continues. Si Tors(G) est fermé dans G alors le groupe G/Tors(G) est
un groupe profini et sa topologie profinie correspond à la topologie quotient.
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libre. Maintenant, si C désigne une classe presque pleine (au sens de [1, p. 189]) de groupes
finis alors le théorème de Gruenberg (cf. [2], [1, p. 290, Lemma 20.8]) implique qu’un pro-
C-groupe libre est C-projectif. En appliquant ce résultat au Cabp -problème de plongement
suivant :
G
Tors(G)
1 Tors(G) G
G
Tors(G) 1
on déduit que la suite exacte 1 → Tors(G) → G → G/Tors(G) → 1 est une suite exacte
scindée de groupes profinis abéliens ce qui permet d’affirmer que
G  Tors(G) × G
Tors(G)
 Tors(G)× F̂α
(Cabp )
où α = rg( GTors(G) ). 
La fermeture de Tors(G) dans G a donc une conséquence importante sur la structure
du pro-p-groupe abélien G. On peut, par ailleurs, caractériser cette propriété topologique
de manière purement algébrique :
Proposition 2. Soit G un pro-p-groupe abélien et Tors(G) son sous-groupe de torsion.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Tors(G) est fermé dans G,
(ii) Tors(G) est d’exposant.
Démonstration. (i) ⇒ (ii). Le groupe Tors(G) (étant fermé dans G) est compact et un
groupe compact abélien de torsion est d’exposant (cf. [3]). Rappelons une courte et élé-
gante preuve de ce dernier résultat : soit Γ un groupe compact abélien de torsion et pour
tout n 1, Hn le noyau de l’application x → xn. Les sous-groupes Hn sont fermés et de
réunion égale à Γ . Comme Γ est compact, c’est un espace de Baire et, par suite, il existe
un entier n0 tel que Hn0 soit d’intérieur non vide. Le sous-groupe Hn0 est donc ouvert
et, par suite, d’indice fini. Si l’on note x1, . . . , xk ∈ Γ une classe de représentant dans Γ
du groupe quotient G/Hn0 on voit alors que p.p.c.m(n0, o(x1), . . . , o(xn)) est un exposant
pour le groupe Γ .
(ii) ⇒ (i). Si n 1 est un exposant du groupe Tors(G) alors Tors(G) est le noyau du
morphisme continu x → xn et donc, par suite, est fermé dans G. 
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3.1. Le cas des corps
On considère un nombre entier q = pr puissance non nulle d’un nombre premier p et
K = Fq le corps fini à q éléments. Comme K est intègre (ce qui est équivalent dans le cas
fini à être un corps), il est clair que P(K) est sans torsion. En vertu de ce qui a été rappelé
dans le paragraphe précédent, puisque P(K) est un pro-p-groupe sans torsion il est libre.
Reste à déterminer son rang pour le décrire complètement. On a vu que rg(P(K)) ℵ0.
On reprend les notations de l’introduction : pour tout entier n 0, on note
Un = 1 + T n+1K[[T ]] =
{
S ∈ K[[T ]]/ v(S − 1) n+ 1},
En =
{
1 + a1T + · · · + anT n/ a1, . . . , an ∈ K
}
.
La suite (Un)n forme alors une bonne filtration de P(K). La sous-suite (Upk−1)k consti-
tue également une bonne filtration de P(K) ce qui assure aussi que
P(K)  lim←−
P(K)
Upk−1
.
Lemme 3. Pour tout entier k  1, on a
Γk = P(K)
Upk−1
 (Z/p)α1 × (Z/p2)α2 × · · · × (Z/pk)αk
avec
αi = rpk−i−1(p − 1)2, pour i = 1, . . . , k − 1 et αk = r(p − 1).
Démonstration. Si h est un entier tel que n < ph, alors pour tout 1 +λ1T +· · ·+λnT n ∈
En, on a (
1 + λ1T + · · · + λnT n
)ph = 1 + λph1 T ph + · · · + λphn T nph ∈ Un
ce qui justifie que l’ordre d’un élément de P(K)
Un
est toujours inférieur à ph.
• Prenons maintenant n = pk −1, la remarque précédente justifie qu’il existe des entiers
α1, . . . , αk tels que Γk  (Z/p)α1 × (Z/p2)α2 × · · · × (Z/pk)αk .
Fixons-nous un entier i ∈ {1, . . . , k} et dénombrons les éléments de Γk d’ordre  pi .
Dans Z/pj , il y a pj tels éléments si j  i et pi sinon. Ainsi, dans (Z/p)α1 × (Z/p2)α2 ×
· · · × (Z/pk)αk il y a pα1+2α2+···+iαi+iαi+1+···+iαk éléments d’ordre  pi .
Maintenant, un élément S ∈ En est d’ordre  pi si et seulement si on peut écrire
S = 1 + λhT h + · · · + λnT n
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On en déduit donc que les entiers α1, . . . , αk sont solutions du système linéaire suivant
α1 + 2α2 + · · · + (k − 1)αk−1 + kαk = r(pk − 1),
α1 + 2α2 + · · · + (k − 1)αk−1 + (k − 1)αk = r(pk − p),
...
α1 + 2α2 + · · · + 2αk−1 + 2αk = r(pk − pk−2),
α1 + α2 + · · · + αk−1 + αk = r(pk − pk−1).
La résolution du système conduit alors au résultat annoncé. 
Corollaire 4. On a rg(Γk) = r(p − 1)pk−1 et, par conséquent, rg(P(K)) = ℵ0.
Démonstration. L’égalité rg(Γk) = r(p − 1)pk−1 est immédiate. On en déduit que
limk rg(Γk) = +∞, ce qui justifie que rg(P(K)) = +∞ puisque chaque Γk est un quo-
tient continu de P(K). Par ailleurs, on a vu que rg(P(K)) ℵ0, d’où le résultat. 
La conclusion de cette étude est donc que
P(Fq)  F̂ω
(Cabp )= (Zp)ℵ0 .
3.2. Le cas général
Soit A un p-anneau commutatif unitaire fini (disons A = pg). Notons
N =√{0} =√pA (car {0} ⊂ pA ⊂ N)
l’idéal constitué des éléments nilpotents de A. On a
Proposition 5. Soit f (T ) = 1 + a1T + a2T 2 +· · · ∈ P(A). Les propositions suivantes sont
équivalentes :
(i) f ∈ Tors(P(A)),
(ii) pour tout n 1, an ∈ N (i.e., f ∈ 1 + T .N [[T ]]).
Démonstration. (i) ⇒ (ii). Considérons l’anneau quotient A/pA et l’épimorphisme na-
turel s :A → A/pA que l’on étend à A[[T ]] → (A/pA)[[T ]]. Comme P(A) est un pro-p-
groupe, si f ∈ Tors(P(A)) alors il existe α  1 tel que f pα = 1. On a donc
1 = s(f pα )= s(f )pα = (1 + s(a1)T + s(a2)T 2 + · · · )pα
mais comme A/pA est de caractéristique p on en déduit que
1 + s(a1)pαT pα + s(a2)pαT 2pα + · · · = 1
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α = 0 c’est-à-dire apαn ∈ pA et, par suite, an ∈√
pA = N .
(ii) ⇒ (i). Supposons que car(A) = pα . Comme A est fini, l’entier
β = inf{h 1/ ∀x ∈ N, xph ∈ pA}
existe. On a donc, puisque A/pA est de caractéristique p,
s
(
f p
β )= s(f )pβ = 1 + s(a1)pβ T pβ + · · · = 1 + s(apβ1 )T pβ + · · · = 1
et, par suite, f pβ − 1 est à coefficients dans pA et donc pour montrer que f est de torsion,
on peut supposer que f ∈ 1 + T .pA[[T ]]. Pour la suite de la preuve nous allons avoir
besoin du lemme suivant :
Lemme 6. Notons vp la valuation p-adique. Pour tout r = 1, . . . , pk on a
vp
(
Cr
pk
)= k − vp(r).
Démonstration du lemme. On a
Cr
pk
= p
k(pk − 1) · · · (pk − r + 1)
1.2. · · · .r =
pk
r
.
pk − 1
1
. · · · .p
k − (r − 1)
r − 1 .
Si r < pk , alors pour tout i = 1, . . . , r on a vp(pk − i) = vp(i) et donc
vp
(
pk − i
i
)
= 0.
Ainsi on a
vp
(
Cr
pk
)= vp(pk
r
)
= k − vp(r).
La proposition est clairement vraie pour r = pk . 
Supposons donc que a1, a2, . . . ∈ pA, disons pour n 1, an = pbn. On a
f p
α−1 = 1 +
∑
n1
( ∑
i1+···+ipα−1=n
ai1 · · ·aipα−1
)
T n
en posant a0 = 1. Pour tout n 1 on a
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i1+···+ipα−1=n
ai1 · · ·aipα−1 =
pα−1∑
k=1
Ck
pα−1
∑
j1+···+jk=n
j1,...,jk1
aj1 · · ·ajk
=
pα−1∑
k=1
pkCk
pα−1
∑
j1+···+jk=n
j1,...,jk1
bj1 · · ·bjk
or pour tout k = 1, . . . , pα−1 on a
vp
(
pkCk
pα−1
)= (α − 1)+ k − vp(k) α
et donc ∑
i1+···+ipα−1=n
ai1 · · ·aipα−1 = 0
c’est-à-dire f pα−1 = 1. 
Remarque. Dans la preuve de la proposition précédente on a, en particulier, démontré que
le groupe Tors(P(A)) est d’exposant  pα−1+β avec
pα = car(A) et β = inf{h 1/ ∀x ∈ N, xph ∈ pA}.
(Un majorant possible de β est alors g (pg = A), compte tenu du fait que pour tout a ∈ N
on a ap
g = 0.)
On peut donc, par la proposition 2, en déduire que Tors(P(A)) est un sous-groupe fermé
de P(A) (fait que l’on aurait pu aussi remarquer à partir de la relation Tors(P(A)) = 1 +
T .N [[T ]]).
Théorème 7. Soit A un p-anneau commutatif unitaire fini. Le groupe P(A) est isomorphe
en tant que groupe profini au produit direct Tors(P(A)) × F̂ω(Cabp ).
Démonstration. La proposition 5 prouve que Tors(P(A)) est fermé dans P(A) et donc la
propriété 1 prouve que P(A) est isomorphe à un produit F̂α(Cabp ) × Tors(P(A)). Il s’agit
donc de déterminer le cardinal α pour conclure.
On sait déjà que α  ℵ0. Considérons un idéal maximal M de A. Comme A est unitaire,
K = A/M est un corps fini. L’épimorphisme canonique s :A → A/M induit un épimor-
phisme A[[T ]] → K[[T ]] et, par suite, un épimorphisme continu s˜ : P(A) → P(K). Dans
la section 3.1 on a vu que P(K) = F̂ω(Cabp ) et donc que P(K) est sans torsion. Il s’en-
suit que la restriction de s˜ à Tors(P(A)) est triviale et donc que s˜ induit un épimorphisme
continu de F̂α(Cabp ) sur F̂ω(Cabp ). On en déduit que α  ℵ0 et, par suite, que α = ℵ0. 
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On vient de montrer que si A est un p-anneau commutatif unitaire fini alors le groupe
Tors(P(A)) est un pro-p-groupe abélien d’exposant pα+g−1 où pα = car(A) et pg = A.
Le théorème de structure des groupes profinis abéliens de torsion (cf. [3, p. 136, Theo-
rem 4.3.8]) montre qu’il existe une suite λ1, . . . , λα+g−1 de cardinaux au plus dénombrable
dont au moins un est infini, telle que
Tors
(
P(A)
) α+g−1∏
i=1
(
Z
piZ
)λi
.
Nous avons, par ailleurs, aussi vu que
Tors
(
P(A)
)= 1 + T .N [[T ]]
(attention, écrire 1 +T .N [[T ]] = P(N) ne serait pas pertinent car N n’est pas unitaire !) et
donc Tors(P(A)) s’identifie à la limite projective
lim←−
1 + T .N [[T ]]
1 + T n+1.N [[T ]] .
Il est donc assez naturel d’essayer de faire le lien entre le groupe Tors(P(A)) = 1 +
T .N [[T ]] et le groupe N .
On note dans la suite Vn = 1 + T n+1.N [[T ]], Γn = 1 + T .N [[T ]]/Vn et Fn =
{
1 +
a1T + · · · + anT n/ a1, . . . , an ∈ N
} (qui est une classe de représentants de Γn dans 1 +
T .N [[T ]]). L’épimorphisme de groupe ϕn :Γn+1 → Γn a pour noyau
Ker(ϕn) =
{
1 + aT n+1/ a ∈ N} N.
On est donc amené à comparer le système projectif (Γn,ϕn)n au système (Nn,πn)n où
πn :N
n+1 → Nn est l’épimorphisme canonique qui « oublie » le dernier facteur du produit
cartésien. Affirmer que ces deux systèmes projectifs sont isomorphes (c’est-à-dire affirmer
pour tout n 1 l’existence d’isomorphismes µn :Γn → Nn tels que le diagramme suivant
Γn+1
ϕn
µn+1
Nn+1
πn
Γn
µn
Nn
soit commutatif pour tout n 1) revient à montrer que pour tout entier n 1 et tout f ∈
Γn, il existe un relevé f˜ de f dans Γn+1 de même ordre que f . La condition est visiblement
nécessaire, elle est suffisante en vertu du lemme suivant :
Lemme 8. Soit 1 → A → G → B → 1 une suite exacte de groupes abéliens finis. Les
propositions suivantes sont équivalentes :
B. Deschamps, G. Leloup / Journal of Algebra 295 (2006) 81–93 91(i) la suite est scindée,
(ii) tout élément x de B admet un relevé dans G de même ordre que x.
Démonstration. (i) ⇒ (ii). Évident.
(ii) ⇒ (i). Soit B = C1 ⊕ · · · ⊕ Cn une décomposition en sous-groupes cycliques de B
et pour tout i = 1, . . . , n des éléments xi ∈ B tels que 〈xi〉 = Ci . Notons x˜i un relevé de xi
dans G et C˜i = 〈x˜i〉. Les sous-groupes C˜i sont alors en somme directe, car si α1, . . . , αn
sont des entiers tels que
x˜
α1
1 · · · x˜αnn = e
alors
x
α1
1 · · ·xαnn = e
et donc xαii = e pour tout i = 1, . . . , n, mais comme xi et x˜i sont de même ordre, on
a x˜
αi
i = e. Le sous-groupe C˜1 ⊕ · · · ⊕ C˜n permet alors de définir une section à la suite
exacte. 
On voit donc que si tout élément f ∈ Γn se relève en un élément de Tors(P(A)) de
même ordre, alors les systèmes projectifs (Γn,ϕn)n et (Nn,πn)n sont isomorphes et donc
que, par suite, on a
Tors(P(A))  lim←−Γn  lim←−Nn  Nℵ0 .
En toute généralité sur A, un élément f ∈ Γn ne se relève pas forcément en un élément
de Tors(P(A)) de même ordre. En effet, considérons par exemple l’anneau
A = Fp[X]
(Xp+1)
.
On voit que
N = A− A∗ = XFp[X]
(Xp+1)

(
Z
pZ
)p
.
Dans Γ1, l’élément f (T ) = 1 + XT est d’ordre p. S’il existait un relevé de f dans
Γp (de même ordre que f ) alors il existerait des éléments P2(X), . . . ,Pp(X) ∈ N tels que
(f (T )+ P2(X)T 2 + · · · + Pp(X)T p)p = 1 dans Γp . Or, dans Γp , on a(
f (T )+ P2(X)T 2 + · · · + Pp(X)T p
)p = f (T )p + Pp2 (X)T 2p + · · · + Ppp (X)T p2
= 1 + XpT p = 1.
Il existe donc des éléments d’ordre p2 dans Tors(P(A)), ce qui montre bien que
Tors(P(A)) ne peut être isomorphe à Nℵ0  (Z/p)ℵ0 .
On a toutefois, pour le relèvement, la condition suffisante suivante :
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∀a ∈ N, ∀α  1, pαa = 0 ⇒ ∀s = 0, . . . , α, pα−saps = 0 (∗)
alors les systèmes projectifs (Γn,ϕn)n et (Nn,πn)n sont isomorphes et, en particulier, on a
Tors
(
P(A)
) Nℵ0 .
Démonstration. Remarquons que si A satisfait (∗) alors pour tout a ∈ N , tout α  1 tel
que pαa = 0 et tout n 1 on a
(
1 + aT n)pα = pα∑
k=0
Ckpαa
kT nk = 1
car le lemme 6 permet d’assurer que pour tout k = 1, . . . , pα on a Ckpαak = mpα−vp(k)ak =
0 (m 1).
Considérons a1, . . . , ah une base du Z-module additif N . On sait que le noyau de l’épi-
morphisme canonique ϕn :Γn+1 → Γn est isomorphe à N . Plus exactement, on a
Ker(ϕn) =
〈
1 + a1T n+1
〉⊕ · · · ⊕ 〈1 + ahT n+1〉.
Puisque l’élément (1 + aT n) ∈ Γn se relève à Γn+1 en un élément de même ordre, l’argu-
ment utilisé dans le lemme 8 permet alors de montrer par récurrence que pour n 1 on a
la décomposition suivante :
Γn =
i=h⊕
i=1
〈1 + aiT 〉 ⊕ · · · ⊕
i=h⊕
i=1
〈
1 + aiT n
〉
.
Cette décomposition fournit alors des isomorphismes µn :Γn → Nn qui font commuter les
diagrammes. 
La condition (∗) bien qu’ a priori non nécessaire couvre quand même une classe assez
large d’anneaux. Elle englobe en particulier le cas des anneaux A vérifiant
√{0} = pA,
donc par exemple le cas des anneaux produits Z/pα1Z ×· · ·× Z/pαnZ. Elle englobe aussi
le cas d’anneaux A ne vérifiant pas
√{0} = pA. Par exemple si l’on prend l’anneau A =
Fp[X]
(Xn)
avec 2  n  p alors N = A − A∗ et donc √{0} = pA et, pour tout P ∈ N , on a
Pp = 0 ce qui justifie que A satisfait (∗).
En combinant les remarques de structure de l’introduction ainsi que les résultats établis
précédemment, on trouve :
Théorème 10. Soit A un anneau commutatif unitaire fini et N = √{0} son nilradical. Si A
satisfait la condition
∀a ∈ N, ∀p premier, ∀α  1, pαa = 0 ⇒ ∀s = 0, . . . , α, pα−saps = 0
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U(A)  A∗ × Nℵ0 ×
( ∏
p|A
Zp
)ℵ0
.
Par exemple, si n = pα11 . · · · .pαkk est la décomposition en facteurs premiers de l’entier n,
on a :
U(Z/nZ) 
(
Z
nZ
)∗
×
(
k∏
i=1
piZ
p
αi
i Z
)ℵ0
×
(
k∏
i=1
Zpi
)ℵ0

(
Z
nZ
)∗
×
(
Z
mZ
)ℵ0
×
(∏
p|n
Zp
)ℵ0
où m = n∏
p|n p
.
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